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Введение
Целью данной работы является оценка количества простых делите-
лей для одного из обобщений чисел Кармайкла. Таким образом можно
выявить следующие задачи:
1. Определить числа Кармайкла и используемые обощения чисел
Кармайкла.
2. Показать связь между обощениями чисел Кармайкла.
3. Доказать теоремы для оценки количества простых делителей.
Объектом изучения являются числа Кармайкла порядка m и числа,
соответсвующие главным идеалами Кармайкла в любом расширении Q
степени m. Предмет изучения — количество делителей у таких чисел.
В первой главе вводятся определения и формулируются известные
теоремы про числа Кармайкла и их обощения. Определения обобще-
ний берутся из работ Хоува [4] и Стила [6]. Во второй главе показаны
связи между данными определениями. В третьей главе доказываются
теоремы о количестве простых делителей чисел Кармайкла и их обоб-
щений. Метод доказательства основан на идее, использованной в работе
Етеревского и Всемирнова [3].
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1. Основные определения
Классические числа Кармайкла хорошо изучены в теории чисел.
Доказано, что чисел Кармайкла бесконечно много, более того, суще-
ствует оценка снизу на количество чисел Кармайкла не превышающих
заданное число [1], также известен алгоритм генерации больших чисел
Кармайкла с помощью конструкции Эрдеша [1].
Определение 1 (число Кармайкла).
Положительное составное число n называется числом Кармайкла ес-
ли an  a (mod n) для любого числа a. Другими словами, числа Кар-
майкла — в точности псевдопростые числа для любой базы.
Существует несколько видов обобщений чисел Кармайкла. Mы бу-
дем использовать следующие: Хоув заменил кольцо Z/nZ на произволь-
ную Z/nZ-алгебру, Стил обобщил тест на простоту над Q на тест над
произвольным конечным расширением Q.
Определение 2 (число Кармайкла порядка m, [4]).
Составное число n называется числом Кармайкла порядка m, если
для любой (Z/nZ)-алгебры, порожденной m элементами как (Z/nZ)-
модуль, отображение x 7! xn является эндоморфизмом.
Для простого числа p у любой Z/pZ-алгебры отображение x 7! xp
является эндоморфизмом [4].
Это определение тяжело использовать, поэтому мы будем пользо-
ваться аналогом критерия Корсельта:
Теорема 1 (критерий Корсельта для порядка m, [4]).
Составное число n является числом Кармайкла порядка m тогда и
только тогда, когда
1. n свободно от квадратов;
2. для любого простого делителя p числа n и для всех i < m суще-
ствует s > 0, такое, что n  ps (mod pi   1).
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Также введем определение строгих чисел Кармайкла порядка m.
Это подмножество чисел Кармайкла порядка m, но оно более удобно
для изучения.
Определение 3 (строгие числа Кармайкла порядка m, [4]).
Составное число n является строгим числом Кармайкла порядка m
тогда и только тогда, когда
1. n свободно от квадратов;
2. для любого простого делителя p числа n и для всех i < d выпол-
нено сравнение n  1 (mod pi   1).
Аналогом теста на простоту в поле K с кольцом целых OK является
проверка равенств
8 2 OK Nm()   (mod )
.
Определение 4 (идеал Кармайкла в расширением K, [6]).
Пусть K/Q — конечное расширение, n — составной идеал в OK, n —
идеал Кармайкла в K, если
8 2 OK Nm(n)   (mod n) :
В конкретном расширении Галуа K идеалов Кармайкла достаточно
много, например любое простое число p, которое расщепляется в рас-
ширении на произведение различных простых идеалов (p) = p1    pe,
pi различны, e > 1, будет идеалом Кармайкла над K.
Nm(p) = pd; d = [K : Q]
Nm(pi) = pf ; pf   1 j pd   1; где d = f  e
Имеет смысл говорить о таких натуральных числах n, которые со-
ответствуют главным идеалам Кармайкла над K для любого K, такого,
что степень расширения K/Q равна d и gcd(Disc(K); n) = 1. Для таких
чисел существует следующий критерий.
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Теорема 2 (критерий Корсельта для расширений, [6]).
Составное натуральное число n порождает идеал Кармайкла в любом
расширении K степени d, для которого gcd(Disc(K); n) = 1, тогда и
только тогда, когда
1. n свободно от квадратов;
2. если p j n, то 8 i  d pi   1 j nd   1.
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2. Связь обобщений чисел Кармайкла
Мы будем обозначать множество чисел Кармайкла порядка m как
Cm; множество строгих чисел Кармайкла порядка m как RCm; чисел,
порождающих идеал Кармайкла в любом расширении порядка m как
ECm. Между этими множествами есть тривиальные вложения:
C1  C2  C3 : : :
k [ [
RC1  RC2  RC3 : : :
k \ \
EC1 EC2 EC3 : : :
Причем вложений ECm 6 ECm 1 нет, например, число 11  19  41 =
8569 2 EC2 n EC1.
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3. Оценки на делители
Для классических чисел Кармайкла количество простых делителей
больше или равно 3(см. [5]).
Обозначим
m =
mX
i=1
(i); (1)
где (x) — функция Эйлера.
Для чисел Кармайкла порядка m количество делителей не меньше
min(m+ 2; m + 1) (см. [3]).
Для чисел из ECm докажем две аналогичные оценки на простые
делители.
Теорема 3.
Число из ECm имеет по крайней мере 3 простых делителя.
Теорема 4.
Число из ECm имеет по крайней мере
j
m
m
k
+ 1 делителей.
Для величины определенной в (1) имеется асимптотическая оценка
(см. [2]):
m  3
2
m2   1
2
m lnm 


2
+
5
8

m  1; (2)
где  = 0:57721 : : : — константа Эйлера. Соответственно, m/m имеет
линейную асимптотику. Для m < 9 первая оценка (теорема 3) не сла-
бее второй, следовательно для m  8 количество простых делителей
больше 2, для m  9 простых делителей больше 3.
Доказательство теоремы 3. Пусть N 2 ECm; N = p  q; p — наиболь-
ший простой делитель N , число N имеет s простых делителей. Тогда
Nm  1 (mod pm   1), N > p, следовательно,
9k > 1 : Nm   1 = k  (pm   1):
Получаем
pm(k   qm) = k   1:
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Таким образом, k > pm.
(ps)m > Nm = k  (pm   1) + 1 = k  pm   k + 1:
Так как
k  pm   k + 1 = k  (pm   1) + 1  (pm + 1)  (pm   1) + 1 = p2m;
получаем
psm > p2m
Следовательно, количество s простых делителей больше 2.
Пусть
Fm(x) =
mY
i=1
i(x); (3)
где i — i-ый круговой многочлен.
Лемма 1 ([3]).
Для Fm и любого натурального n верно следующее:
1. lcm(n  1; n2   1; : : : ; nm   1) = Fm(n);
2. Fm(n) > (n  1)m, где число m определено в (1).
Доказательство теоремы 4. Пусть N 2 ECm; N = p  q; p — наиболь-
ший простой делитель N , число N имеет s делителей. Тогда Nm  1
(mod pi   1); 0 < i  m, следовательно
Nm  1 (mod lcm(p  1; p2   1; : : : ; pm   1)):
Значит,
9k > 1 : Nm   1 = k  lcm(p  1; p2   1; : : : ; pm   1):
Так как у N как минимум 3 делителя, соответственно s > 2, то
N < p  (p  2)s 1 = (p2   2p)  (p  2)s 2 < (p  1)2  (p  1)s 2:
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Получаем
(p  1)s > N = p  q и по Лемме 1
(p  1)ms > Nm = k  Fm(p) + 1 > (p  1)m  k + 1;
то есть
(p  1)ms > (p  1)m:
Так как s — целое, то s 
j
m
m
k
+ 1.
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Заключение
В ходе работы были доказаны следующие теоремы для чисел, кото-
рые порождают идеалы Кармайкла в любом расширении порядка m.
Теорема.
Число из ECm имеет по крайней мере 3 простых делителя.
Теорема.
Число из ECm имеет по крайней мере
j
m
m
k
+ 1 делителей.
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